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研究成果の概要（和文）：  
ベーテ仮説法を用いて、可解模型である１次元スピンレスフェルミオン模型とハイゼンベルグ
模型についてストリング状態の解析から高エネルギー状態の動的性質を明らかにした。さらに
長距離相互作用をもつ可解模型である Ruijsenaars-Schneider 模型の粒子伝搬関数の解析形を
求め、分数統計による励起によって動的性質を明らかにした。これまでに知られている
Gutzwiller 波動関数に対する密度行列の間の異なる表式の同等性を解析的に明らかにした。 
 
 
研究成果の概要（英文）： 
Using Bethe ansatz method, we clarified the dynamical properties of the integrable model 
--- one dimensional spinless fermion model and Heisenberg model. In particular, the 
properties in the high-energy region are elucidated from the analysis of the string states. 
Further, we obtained the particle propagator of the Ruijsenaars-Schneider model and 
clarified the dynamical properties in terms of the excitations obeying fractional 
statistics. We show the mutual equivalence among the known several expressions of the 
density matrix for the Gutzwiller wave function exactly. 
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１．研究開始当初の背景 1 次元量子系では、低エネルギーかつ長波長
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より十分に 明らかにされた。量子ドット、量
子細線などのナノテクノロジー、光学格子な
どの超低温技術の発展に より低次元量子系
が実現され、非弾性中性子散乱、角度分解型
光電子分光などのと比較する上で、理論 的に
動力学における 一般的なエネルギー、温度ス
ケールでの素励起描像 の理解が不可欠であ
る。この場合にはボソン化法、共形場理論な
どは適用出来ない。 
 可積分模型を用いることで非摂動論的に動
力学の解析的な知見を得る出発点にする。1 
次元量子系の中で Heisenberg 模型、Hubbard 
模型、超対称 t-J 模型といったベーテ仮説法
により解ける可積分模型 が存在する。しかし
ながら、相関関数を得るのは模型が可積分と
はいっても自明ではない。 
 これまで私は逆２乗型相互作用をもつ可積
分模型 (Calogero-Sutherland 模型、
Haldane-Shastry スピ ン鎖模型など) の絶
対零度における動的相関関数の解析形の導出
を行い分数統計に従う素励起が動的相 関関
数に寄与することを明らかにし、他の 1 次元
量子系の動力学での素励起描像との関係を調
べてきた。 
 本研究では未だ十分になされていない、可積
分模型についての有限温度での動力学および
高い自由 度をもつ場合に拡張したときの動
力学の研究を行なう。 
 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は、量子可積分模型の相関関
数の解析形を導出し、非自明な動力学におけ
る素励起描像を明らかにすることにある。 
具体的には： 
(1)有限温度での1次元可解模型の動的相関関
数の導出: 1 次元 Heisenberg 模型の場合、
絶対零度における動的相関関数、有限温度で
の静的な相関関数に ついては既に先行研究
が存在する(F. Goehmann et al, ”Integral 
representations for correlation functions 
of the XXZ chain at finite temperature” 
J.Phys. A37 7625 (2004).)。有限温度での 動
的な性質は十分調べられておらず、素励起描
像がエネルギー依存性はどうなっているか、
どの ように温度に依存するか? ということ
は基本的な問題で、実験と比較する上でも自
然な問題設定 である。Fermi 面近傍での線形
分散近似を行う共形場理論を超えた低温領域
での Heisenberg 模型 の構造因子、NMR 緩和
率の解析形を導出する。 
 
(2)SU(3)内部自由度をもつ可積分模型の動力
学: 通常のスピン自由度よりも自由度の大き
く、最も単純な場合である SU(3) 自由度のあ
る可解模型 の動力学の研究を行う。この 
SU(3) 自由度を持つ系は冷却アルカリ原子な
どを用いた光学格子に おいて様々なジオメ
トリーの系が実現される可能性があり、スピ
ン S=1 の系の特別な場合とみ なすことが出
来る。(共形場理論で記述される) 低エネルギ
ー領域での励起に共通の構造を有する 逆２
乗型相互作用をもつ (Haldane-Shastry 模
型) 場合、SU(3) 内部自由度をもつ系 (図 1) 
では素 励起はパラフェルミオンの励起によ
り記述されることが知られている。本研究で
は最近接相互作用の場合についての動的構造
因子の導出を行う。 
 
(3) 1 次元 超対称 t-J 模型の動力学: 
t-J 模型は各サイトあたり電子の 2 重占有
を禁止した、↑, ↓-スピン、ホールの 3 種
類の自由度の ある電子系の模型であり、系に
ホールのない場合は Heisenberg 模型に帰着
する。本研究では可 解模型である超対称 t-J 
模型に対して、系にホールが 1つ存在した場
合の動力学を中心に行う。 超対称 t-J 模型
における 1 電子スペクトルの導出を行う 
(Mott 絶縁体の Heisenberg 模型で記述 さ
れる状態から光によって電子を 1 つ抜いて
励起した場合)。すでに 1 次元方向に強い異
方性をも つ Sr2CuO3 などの銅酸化物や有機
導体に対して光電子分光の実験が既に行われ
ており、多くの 数値計算による理論的な解析
も行われている。さらにホール数が一般の場
合について、これまで数値計算による予備的
な研究により、どの ような素励起が相関関数
に寄与するかについて研究を行ってきた 。一
般の電子密度の場合 について 1 電子スペク
トルだけでなくスピン構造因子、電荷構造因
子の導出も行なう。 
 
 
３．研究の方法 
1 次元 Heisenberg 模型の動力 学の解析的
な方法は主に 2 つあり、一つは無磁場 の場
合に適用可能な表現論によるアプローチと
有限磁場下での Kitanine らによる Bethe 
方程式を用 いた定式化があり、両者を用い
て解析を行う。 
 Jordan-Wigner 変換により Heisenberg 
模型に写像可能な スピンレスフェルミオン
模型 についても 同様の相関関数の定式化
がなされている (K.Motegi, K.Sakai ”Form 
factors and correlation functions of an 
interacting spinless fermion model” Nucl. 
Phys. B 793 451 (2008).)。数値的に十分大
きな系に対する相関関数の解析を行う。具体
的に素励起描像を得るためには、大きな系に
おける Bethe 方程式を数値的に計算し、ス
ペクト ル強度を評価する必要がある。有限
系の入れ子構造をもつ Bethe 方程式の解法
の高速化も必要となる (予備計算では有限
系の入れ子構造の方程式の数値計算はサイ
ト数 N ∼ 102 まで行っているが (研究目 
的:図 2 では N = 50)、スペクトル強度の評
価には少なくとも N ∼ 103 程度の計算が望
ましい)。 
この系についても有限温度 (低温領域) で
のグリーン関数の表式を与える。 内部自由
度のある系について Kitanine らの手法の拡
張を行う。 
 
 
４．研究成果 
(1) １次元スピンレスフェルミオン系の１粒
子スペクトル関数をBethe 仮説法を用いて十
分大きい系での精度の良い結果を得た。
Jordan-Wigner 変換によりHeisenberg模型と
同じ熱力学性質を持つがフェルミオン・ボソ
ンの統計性の違いにより、密度相関関数とは
異なり、１粒子スペクトル関数に違いが現れ
ることを具体的に示した。低エネルギー領域
では朝永-Luttinger流体の性質からスペクト
ル強度は連続的な構造をもつと期待されるが
、デルタ関数ではないが、それに近い、鋭い
１粒子(ホール)的なスペクトル強度を持つこ
とを示した。さらに高エネルギー領域での束
縛状態の寄与が大きいことを直接確かめた。
本研究で得られた１粒子スペクトル関数は角
度分解(逆)光電子分光により観測される物理
量である。 
(2)逆２乗に比例する相互作用を持つ可解で
ある、 Sutherland 模型では動力学における
素励起が分数統計に従う自由粒子で表され
ることが知られている。この模型の「相対論」
的な拡張である Ruijsenaars- Schneider
模型の１粒子付加スペクトル関数の解析形
を Macdonald対称多項式に関する数学公式を
用いることで、共形場理論で記述される低エ
ネルギー極限を超えて、全エネルギー領域で
得られた。未だ熱力学極限での一般式は得ら
れていないが、一般の有限系での表式から
「相対論」的な拡張された場合でも素励起が
分数統計に従う自由粒子で表されることを
示した。 
(3) イジング異方性のあるハイゼンベルグ模
型の動的スピン構造因子をベーテ仮説法を用
いて十分大きな系で、かつ精度の良い結果を
得た。1 次元量子系では、低エネルギーかつ
長波長極限での動的な性質はボソン化法、共
形場理論などの場の理論の手法により十分に
明らかになっているが、ベーテ仮説法を用い
ることで場の理論の手法では得られない、高
エネルギー領域での束縛状態（ストリング状
態）の動的スピン構造因子の寄与の評価を行
うことが可能となった。さらに素励起である
スピノン励起が分数統計に従う自由粒子とし
て振る舞う、S=1/2 Haldane-Shastry スピン
鎖模型の動的性質との比較を行った。本研究
で得られた動的構造因子は非弾性中性子散乱
により観測される物理量である。 
(4) 変分波動関数としてよく用いられる、
Gutzwiller 波動関数は長距離相互作用をも
つ可解模型の超対称 t-J模型の厳密な基底状
態であることが知られ、この模型の素励起で
あるスピノン、ホロン励起などは分数統計に
従 う 自 由 粒 子 と し て 振 る 舞 う 。 こ の
Gutzwiller 波動関数には３つの相異なる密
度行列の解析形が得られている。それぞれの
３つの相異なる密度行列の解析形の間の関
係は非自明であった。本研究で、これらの密
度行列の解析形の間の同等性を解析的に示
した。 
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